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A. DAT VAN DE 

Phuang trinh luang giác lá van dé quan trong vá quen thuoc trong 
chirang trinh toán hoc bac THPT cüng nhir trong các dé thi tuyén sinh dai 
hoc. Viéc giái thánh thao phnong trinh luang giác da tro thánh nhiém vu vá 
cüng lá mong muón cúa moi hoc sinh. Tuy nhién, su phong phú cúa cong 
thúc luang giác da gay khó khán cho hoc sinh trong viéc dinh hnóng ldi giái. 
Néu dinh hnóng khóng tót sé dán dén bién dói vóng vo, khóng giái dnoc 
hoac lói giái sé dái dóng, khóng dep. Cán tro náy phán náo lám nán chí các 
em hoc sinh. Mót so em da so hoc vá xác dinh bó phán phnong trinh luang 
giác. Vói mong muón giúp hoc sinh khác phuc khó khán náy, tói viét sáng 

r # # r 

kién kinh nghiém “Mót so dinh huáng giái phuang trinh luang giác”. Bái 
viét dna ra mót so dinh hnóng bién dói phnong trinh dua trén nhüng dáu hiéu 
dac biet. Nhó dó hoc sinh nhanh chóng tim ra lói giái cúa bái toán, tiét kiém 
thói gian, tu tin hon truóc các phuong trinh luang giác. 

Nói dung sáng kién góm các nói dung sau: 

9 

I. Nhan dang nhán tü’ chung dua váo dáng thúc en bán 

r 

II. Phuímg trinh bac 2 doi vói sinx, cosx. 

III. Nhám nghiem dac biet dé xác d|nh nhán tü’ chung 

IV. Sü’ dung cong thúc dac biet 

r r 9 

V. Thay thé háng so báng dáng thúc lu’ffng giác 

Mói nói dung déu dnoc trinh báy rát cong phu. Dáu hiéu cúa moi 
phuong pháp dnoc dua ra mót cách dáy dü vá cu thé. Các vi du cho mói nói 
dung phong phú, da dang, có phán tích dinh hnóng thé hién rd ráng phuang 
pháp dang áp dung vá có lói giái chi tiét. 
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Tuy da rát có gáng, mong muón bái viét có chát luong tót nhát nhung 
do han che ve thbi gian nén khóng tránh khói nhung thiéu sót, tói rát mong 
nhán duoc sir góp y chán thánh cúa các ban dong nghiép vá cap tren dé bái 
viét duoc hoán thién hon. 

Vinh Yen, ngáy 20 tháng 1 nám 2016 

Phan Trong Vi 
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B. NÓI DUNG 

9 

I. Nhan dang nhán tü’ chung dua váo dáng thúc co bán 

Khi trong phuong trinh lugng giác xuát hien nhüng biéu thúc có dáu hiéu 
cúng nhán tú chung néu nhan dang dugc ta sé bien dói dúng huáng vá dé dáng 
giái dugc. Viéc phát hien nhán tú chung dói hói phái nám dugc nhüng dáng 
thúc cg bán. Sau dáy lá mot so dáng thúc quen thuoc: 

♦♦♦ Nhántü sin x +cosx: 

• eos 2x = eos 2 x - sin 2 x = (eos x - sin x)(cos x + sin x) 

• l + sin2x = (sinx + cosx) 2 


• l + tanx = 


• l + cotx = 


cosx + smx 


cosx 


smx + cosx 


smx 


• y¡2 sin 

❖ Nhán tü sin x - eos x: 


ó 

X H- 

V 4y 


= 72 


eos 


ó 

x - 

V 4 


= smx + cosx 


• eos 2x = eos 2 x - sin 2 x = (eos x - sin x)(cos x + sin x) 

• 1 - sin2x = (sinx-cosx) 2 


• l-tanx = 


• l-cotx = 


cosx-smx 


cosx 


sm x - eos x 


smx 


y¡2 sin 


ó 7Z-Ó 

x- 

v 4 j 


=-4í 


eos 


ó 

X 7- 

4 


smx-cosx 


❖ Nhán tú 1 ± sin x: eos 2 x = (1 + sin x)(l - sin x) 


♦♦♦ Nhán tü 1 ± eosx: sin 2 x = (1 + eosx)(l - cosx) 
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❖ Nhán tír 1 ± 2 sin x: 

• 4cos 2 x- 3 = l-4sin 2 x = (l-2sinx)(l + 2sinx) 

• eos 3x = eos x(4 eos 2 x - 3) = eos x(l - 2 sin x)(l + 2 sin x) 

♦♦♦ Nhán tír l±2cosx: 

• 4 sin 2 x - 3 = 1 - 4 eos 2 x = (1 - 2 eos x)(l + 2 eos x) 

• sin 3x = sin x(3 - 4 sin 2 x) = sin x(2 eos x -1)(2 eos x +1) 

♦♦♦ Mot so dáng thúc khác: 

• cot x - tan x = 2 cot 2x 

2 

• tanx + cotx =- 

sin2x 

• eos 3x + sin 3x = (eos x - sin x)(l + 2 sin 2x) 

• eos 3x - sin 3x = (eos x + sin x)(l - 2 sin 2x) 

Dé tháy ró hon tám quan trong va loi ích cha các dáng thúc co bán tren ta 
xem mot vái vi du. 

Vi du 1.1(DH 2007 - KA). Giái phnong trinh: 

(1 + sin 2 x)cosx + (1 + eos 2 x)sinx = 1 + sin2x (1.1) 

Phán tích: Khai trien ve trái phnong trinh tháy dói xúng vái sinx,eosx nén xuát 

hien nhán tú sinx + cosx. Ve phái lá l + sin2x = (sinx + cosx) 2 chúa nhán tú 

sinx + cosx. Vi váy ta có loi giái. 

Giái: 

Pt (l. l) <=> sin x + eos x + sin x eos x(sin x + eos x) = (sin x + eos x) 2 
(sin x + eos x)(l + sin x eos x - sin x - eos x) = 0 
<=> (sin x + eos x)(l - sin x)(l - eos x) = 0 
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<=> 


sinx + cosx = 0 
sinx = l <í> 

cosx = l 


X =-1 -k.71 

4 


x = — Y kln 
2 

x = k2n 


(k e Z). 


Váy phuang trinh có 3 ho nghiém. 


Vi du 1.2(DH 2005 - KB). Giái phuang trinh: 

1 + sin x + eos x + sin 2x + eos 2x = 0 ( 1 . 2 ) 

Phán tích: Vi trong phuang trinh xuát hién sinx + cosx,l + sin2x,cos2x nén dé 
dáng nhán tháy nhán tír lá sin x + eos x. 

Giái: 


pt(1.2)<^> sinx + cosx + (sinx + cosx) 2 +cos 2 x 
<^>sinx + cosx + (sinx + cosx) 2 +(cosx- 
<^> (sin x + eos x)(l + sin x + eos x + eos x - 
<=> (sin x + eos x)(l + 2 eos x) = 0 


<=> 


sinx + cosx = 0 

1 <=> 
cosx = — 


71 1 

X =- Y kK 

4 

2 71 

x - ±- vk2 ti 

3 


- sin 2 x = 0 

- sin x)(cos x + sin x) = 0 
-sinx) = 0 


(k g Z). 


Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 


Vi du 1.3. Giái phuong trinh: 


sin4x + 4 sin 


5/T 


2x 


V 


4(sinx + cosx) (1.3) 


Phán tích: Pt(1.3)<^>2sin2xcos2x + 4cos2x-4(sinx + cosx) = 0. Váy phuong 
trinh chúa nhán tir sin x + eos x. 
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Giái: 


Pt( 1.3) <=> 2 sin 2x eos 2x + 4 eos 2x - 4(sin x + eos x) = 0 

<=> 2 sin 2x(cos 2 x - sin 2 x) + 4(cos 2 x - sin 2 x) - 4(sin x + eos x) = 0 
<=> 4 sin x eos x(cos x - sin x)(cos x + sin x) + 4(cos x - sin x)(cos x + sin x) 
-4(sinx + cosx) = 0 

<=> (sin x + eos x) (sin x eos x(cos x - sin x) + eos x - sin x -1) = 0 
sinx + cosx = 0 (1.3.1) 

<=> 

sin x eos x(cos x - sin x) + eos x - sin x -1 = 0 (1.3.2) 


71 


Giái (1.3.1): sin x + eos x = 0 x = ~— + k7i, k e Z . 


Giái (1.3.2): Dát t- cosx-sinx = V2cos 


( 71 3 

XH- 

V 4 j 


, - \¡2 < t < V2 . Phnong trinh 


(1.3.2) tro thánh: 


l-f 


t + t-l = 0ot -3t + 2 = 0 t = \ 


Vói t = 1 => eos 


k 7T^\ 1 

X -I = — 1 = 

v 4 J V2 




X = k27T 

71 f . (k e Z). 

X =-h k2/T 

2 


Váy phnong trinh có 3 ho nghiém. 


Vi du 1.4(DH 2003 - KA). Giái phnong trinh: 

cotx-l= cos ^ x +sin 2 x-— sin2x (1.4) 

1 + tanx 2 

Phán tích: Phnong trinh có chna cotx-1, cos2x nén ta nghí den nhán tu chung 
sinx-cosx. 

Giái: 


BKXD: x*k.-,x*-- + k7r. 
2 4 
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^ cosx-sinx cosx(cos 2 x-sin 2 x) . 2 

Pt(1.4) <=>- : -=-:-bsnrx-smxcosx 




smx smx + cosx 

eos x - sin x eos x(cos x - sin x)(cos x + sin x) 


smx 


smx + cosx 

2 


+ sinx(sinx-cosx) 


<=> (eos x - sin x)(l - sin xeos x + sin - x) = 0 


o 


cosx-sinx = 0 

1 l-cos2x <=> 

1—sm2xH-= 0 

2 2 


71 


x = —h k7t , k e Z (tm) 
4 . 

sin 2x + eos 2x = 3 (vn) 


Váy phnong trinh có mót ho nghiém. 


Vi du 1.5(DH 2008 - KD). Giái phnong trinh: 

2 sin x(l + eos 2x) + sin 2x = 1 + 2 eos x (1.5) 

Phán tích: Phnong trinh xuát hién l-sin2x, cos2x, eosx-sinx nén dé tháy 
phnong trinh có nhán tu eos x - sin x. 

Giái: 


Pt( 1.5) 2 sin x - 2 eos x + 2 sin x(cos 2 x - sin 2 x) + 2 sin x eos x -1 = 0 

<^> 2(sin x - eos x) + 2 sin x(cos x - sin x)(cos x + sin x) - (sin x - eos x) 2 = 0 
<^> (sin x - eos x)(2 - 2 sin x eos x - 2 sin 2 x - sin x + eos x) = 0 
(sinx-cosx)(-2sinxcosx + 2cos 2 x-sinx + cosx) = 0 
<^> (sin x - eos x) 2 (2 eos x +1) = 0 




sinx-cosx = 0 

1 <=> 
cosx = — 


71 , 

x = —Y kn 

4 

,2 71 

X + ±- Ykln 

3 


(k g Z). 


Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 


Vi du 1.6. Giái phuong trinh: 

cos 2 x + cosx + sin 3 x = 0 ( 1 . 6 ) 
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Phán tích: Phuang trinh chúa sin 3 x, túc lá chúa sin 2 x = (1 - cosx)(l + cosx). Nhu 
váy nhán tú cúa phuang trinh lá eos x +1. 

Giái: 


Pt(1.6) <=> cosx(cosx + l) + sinx(l - eos 2 x) = 0 

<^> eos x(cos x +1) + sin x(l - eos x)(l + eos x) = 0 
<=> (eos x + l)(cos x + sin x - sin x eos x) = 0 


<=> 


cosx = -l 

eos x + sin x - sin x eos x = 0 


( 1 . 6 . 1 ) 

( 1 . 6 . 2 ) 


Giái (1.6.1): cosx = -1 <=> x = n + kljv, k e Z. 


Giái (1.6.2): Bát t = sinx + cosx = V2eos 
(1.6.2) tro thánh: 


6 71 ^ 

x - 

V 4 j 


, - y¡2 < t < \¡2 . Phuong trinh 


f-2í-l = 0<=> 


VÓÍ t = 1 - V 2 : 


t = 1 + V2 (/) 

t = 1 - V 2 (tm) 


í 


eos 


x- 

v 4 j 


ti \ 1 -V 2 n 




<^> x = — ± árceos 
2 4 


1-V2 


v 2 y 


+ k 2 n,k e Z. 


Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 


Vi du 1.7. Giái phuong trinh: 

cos 2 x(cosx-l) ... . . .... 

---- = 2(1 + sin x) (1.7) 

sin x +cosx 

Phán tích: Nhin váo phuong trinh vá dua váo các dáng thúc co bán dé dáng suy ra 
1 + sinx nhán tír chung. 

Giái: 


K 


BKXB: x ^-1- kTi , k g Z. 

4 
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Pt( 1.7) <z> (1 - sin x)(l + sin x)(cos x -1) = 2(1 + sin x)(sin x + eos x) 

<=> (l + sinx)(cosx-sinxcosx + sinx-l-2sinx-2cosx) = 0 
<=> (1 + sin x)(cos x + sin x eos x + sin x +1) = 0 
<=> (l + sinx) 2 (cosx + l) = 0 

sinx = -1 
cosx = -l 

Vay phu'ong trinh có 2 ho nghiem. 



x =-h kln ,, _ 

2 (k e Z). 

x = 71 + k27T 


Vi du 1.8. Giái phnong trinh: 

4cos 2 x + (2sinx-l)(2sin2x + l) = 3 (1.8) 

Phán tích: Trong phnong trinh có 4eos 2 x - 3 túc lá chúa nhán tír 2sinx -1. 

Giái: 


Pt( 1.8) <=> 1 - 4 sin 2 x + (2 sin x -1)(2 sin 2x +1) = 0 

<=> (1 - 2 sin x)(l + 2 sin x) + (2 sin x -1)(2 sin 2x +1) = 0 
<=> (1 - 2 sin x)(sin x - 2 sin x eos x) = 0 
<=> sin x(l - 2 sin x)(l - 2 eos x) = 0 



Vay phnong trinh có 5 ho nghiem. 
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II. Phirong trinh bac 2 doi vói sinx, cosx. 

Bái viét náy xét hai loai phirong trinh bac 2 dói vói sinx,cosx. 

❖ Phu’ffng trinh chú’a sinx.cosx: Dói vói phirong trinh dang náy ta nhóm so 
hang chira sinx.cosx vói so hang chira sinx vá phán con lai cúa phu'ong trinh 
dirá ve tam thirc bac 2 dói vói cosx hoac nhóm so hang chira sinx.cosx vói so 
hang chira eos x vá phán con lai cúa phuong trinh dirá ve tam thúc bac 2 dói vói 
sin x dé tim nhán tú chung. 

Vi du 2.1. Giái phirong trinh: 

1 + sinx + cosx + sin2x + cos2x = 0 ( 2 . 1 ) 

Phán tích: Néu nhóm sin2x vói cosx sé xuát hién nhán tú 2sinx + l. Ta kiém tra 
xem phán con lai có nhán tú trén khóng? Dirá phán con lai cha phirong trinh vé tam 
thúc bac hai dói vói sinx:2 + sinx-2sin 2 x. Phán náy khóng chúa nhán tú 
2sinx +1. Váy ta nhóm sin2x vói sinx sé có nhán tú 2cosx +1. Phán con lai bién 
dói thánh 2 eos 2 x + eos x có nhán tú 2 eos x +1. 


Giái: 


Pt(2.1) <=> sinx+ 2sinxcosx + 2cos 2 x +cosx = 0 
<=> sin x(l + 2 eos x) + eos x(2 eos x +1) = 0 
<=> (sin x + eos x)(2 eos x +1) = 0 


<=> 


sinx + cosx = 0 

1 <=> 
cosx = — 

2 


71 , 

X =-h K7T 

4 

2/r 

X = ±- Vk2n 

3 


(k €E Z). 


Váy phirong trinh có 3 ho nghiém. 


Vi du 2.2. Giái phirong trinh: 


y¡2 sin 


V 4 j 


= 3sinx + cosx + 2 


( 2 . 2 ) 
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Giái: Ta có: 

Pt(2.2) <=> sin2x + cos2x = 3sinx + cosx + 2 

<=>2sinxcosx-3sinx + 2cos 2 x-cosx-3 = 0 
sin x(2 eos x - 3) + (2 eos x - 3)(cos x +1) = 0 


<=> 


(2 eos x - 3)(sin x + eos x +1) = 0 
sinx + cosx = -l 

1 


sin 


^ n ^ 
XH- 

V 4 j 






71 , _ 

X =-b K¿K 

2 

x = n + k27i 


(k e Z). 


Váy phu'ong trinh có hai ho nghiém. 


Vi du 2.3. Giái phuong trinh: 

sin 2x - eos 2x + 7 sin x + 3 eos x + 3 


2sinx-l 


= 1 


(2.3) 


Giái: 


BKXB: 


Khi dó: 


71 . _ 

X ^ —b k¿K 
6 

5 71 

X ^-b kl7l 

6 


(k e Z). 


Pt(2.3) <» 2sinxcosx + 3cosx + 2sin 2 x + 5sinx + 3 = 0 
<=> cosx(2sinx + 3) + (2sinx + 3)(sinx + l) = 0 
<=> (sinx + cosx + l)(2sinx + 3) = 0<=> sinx + cosx = 

71 

l 7U\ 1 I X = - 

<=> sm 


-1 


^ 71 ^ 

X -\— 

V 4 


= ~ 71 ^ 


X =-b klTT ,, _ 

2 (k g Z). 


x = ;r + £2;r 


Váy phu'ong trinh có 2 ho nghiém. 
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Vi du 2.4. Giái phnong trinh: 


4sinx + 2cosx = 2 + 3tanx (2.4) 


Giái: 


71 


DKXD: x ^ — Y klK , k e Z. 
2 

Khi dó: 


Pt(2.4) <=> 4sinxeosx + 2eos 2 x = 2cosx + 3sinx 

4 sin x eos x -2cosx + 2 -3sinx -2 sin 2 x = 0 
2 eos x(2 sin x -1) - (2 sin x - l)(sin x + 2) = 0 
<=> (2 sin x -1)(2 eos x - sin x - 2) = 0 


<=> 


1 


(2.4.1) 

2cosx-sinx = 2 (2.4.2) 


sin x = — 
2 


Giái (2.4.1): sinx = — <=> 

2 


x = — + kln 
6 

5 n .. 

x =- Y k¿n 

6 


(ke Z). 


2 1 2 

Giái (2.4.2):2cosx-sinx = 2<^-^=cosx--^=sinx = -^=. Goi a lá góc thóa man 
2 1 

cosa = —¡=, sin a = —¡=. Phirong trinh (2.4.2) tro thánh 
V 5 V 5 


cos(x + a) = eos a <^> 


x = &2;r 
x = -2a + &2;r 


(A: e Z) 


Váy phnong trinh có 4 ho nghiém. 


Vi du 2.5. Giái phnong trinh 

sin 2x + eos 2x + 3 sin x + eos x 
cosx + 1 


(2.5) 
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Giái: 

DKXD: cosx ^ -1 <=> x ^ k + k27r,k e Z. 


PT da cho tirong dirong vái 
2sinxcosx-cosx-2sin 2 x + 3sinx-l = 0 

<^> eos x (2 sin x - 1 ) - (2 sin x - l)(sin x - 1 ) = 0 


(2 sin x - l)(cos x - sin x + 1 ) = 0 <=> 


2sinx-l = 0 (2.5.1) 

cosx-sinx + l = 0 (2.5.2) 


Giái (2.5.1): 2sinx-l = 0<^>sinx = — <=> 

2 


x = — + kln 
6 

x = — + k2n 
6 


(tm ) 


Giái (2.5.2): 

cosx - sinx +1 = 0 <^> sinx - cosx = 1 sin 


f n\ 1 

x-=- 7 = 

V 4) v2 




K 


x = - + k27r (tm ) 

X = 7T + k27T (/) 


Váy phu'orig trinh có 3 ho nghiém. 


♦♦♦ Chú y: Cách giái náy cüng duoc áp dung cho nhüng phicong trinh có bác 

3. Nhóm so hang chúa sinx.cosx vói so hang chúa sinx vá phán con lai cüa 
phnong trinh dua ve da thúc bác 3 dói vói cosx hoac nhóm so hang chúa 
sinx.cosx vói so hang chúa cosx vá phán con lai cúa phirong trinh dirá ve da 
thúc bác 3 dói vói sinx dé tim nhán tú chung. 

Vi du 2.6. Giái phirong trinh: 

cos3x + cos2x + sin2x + sinx - 5cosx = 3 (2.6) 


Giái: 


Ta có 

cos3x + cos2x + sin2x + sinx - 5cosx = 3 

4 eos 3 x - 3 eos x + 2 eos 2 x -1 + 2 sin x eos x + 2 sin x - 5 eos x - 3 = 0 
<=> 4cos 3 x + 2cos 2 x-8cosx-4 + sinx(2cosx + l) = 0 
<=> (2eos 2 x - 4)(2eosx +1) + sinx(2eosx +1) = 0 
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<=> (2 eos x + 1)(2 sin 2 x - sin x + 2 ) 




1 

cosx = — 

2 o x = 

2 sin 2 x - sin x + 2 = 0 (vn) 



+ kln , A' e Z. 


Vi du 2.7. Giái phuong trinh: 

sin3x-3sin2x-2cos2x + 3sinx + 3cosx-2 = 0 (2.7) 

Giái: 


Pt(2.7) <^> 3sin x-4sin 3 x- 6 sinxcosx + 2sin 2 x-l + 3sinx + 3eosx-2 = 0 
<=> 4sin 3 x-2sin 2 x- 6 sinx + 3 + 3eosx(2sinx-1) = 0 
(2sinx-l)(2sin 2 x-3) + 3cosx(2sinx-l) = 0 
<=> (2 sin x -1)(2 sin 2 x + 3 eos x - 3) = 0 


<=> 


1 


smx = — 
2 


(2.7.1) 


2cos 2 x-3cosx + l = 0 (2.7.2) 


Giái (2.7.1): sinx = — 

2 


71 . _ 

X =-h k2k 

6 

5 71 , _ 

X =-b KZ7T 

6 


(k g Z). 


Giái (2.7.2): 2cos 2 x-3cosx + l = 0<=> 


cosx = l 
1 

eos x = — 
2 


X = k27r 

( keZ y 

X = ±- \-k27T 

3 


Váy phuong trinh có 5 ho nghiém. 


❖ Phuo’ng trinh khong chira sin x.eos x: Dói vói loai phuong trinh náy ta 
bien dói ve dang A 2 = B 2 . 

Vi du 2.8. Giái phuong trinh: 

cos2x + 4cosx + 2sinx + 3 = 0 (2.6) 

Giái: 
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Ta có: 


eos 2x + 4 eos x + 2sinx + 3 = 0 

<=> cos 2 x-sin 2 x + 4cosx + 2sinx + 3 = 0 

<=> eos 2 x + 4cosx + 4 = sin 2 x - 2sinx +1 


<=> (eos x + 2) 2 = (sin x -1) 2 <=> 


sinx-cosx = 3 (vn) 
sinx + cosx = -l 


<=> sin 


^ 71 ^ 

X H- 

v 4 j 




O 


X = -— + k2 71 „ _ 

2 (k g Z). 

X = 7T + k27T 


Váy phnong trinh có 2 ho nghiém. 


Vi du 2.9. Giái phnong trinh: 


5 + cos2x . 

-= 2cosx 

3 + 2tanx 


( 2 . 7 ) 


Giái: 


DKXD: cosx=é 0, tanx^—. 

2 

Khi dó: 

5 + cos2x . 2 . 2 

-= 2cosx <=> 5 + eos" x-sm" x = ócosx + 4smx 

3 + 2tanx 

<=> cos 2 x-6cosx + 9 = sin 2 x + 4sinx + 4 


<=> (cosx-3) 2 


(sinx + 2) 2 <=> 


cosx-sinx = 5 (vn) 
sinx + cosx = l 


<=> sin 


rv 


I — 

V2 


x = k2n 


71 . _ 

x = — \-k2 
2 


(k g Z). 


Váy phnong trinh có 2 ho nghiém. 
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III. Nhám nghiém dác biét dé xác dmh nhán tü’ chung 

Trong mot so phuong trinh, viéc xác dinh nhán tü chung khá khó khán. Khi 
dó ta có thé nhám mot so nghiém dác biét dé xác dinh nhán tü chung. Tü dó dinh 
huóng duoc rd ráng cách bién dói phuong trinh. 

Ta có thé thuc hién theo các buóc sau: 

Buóc 1: Nhám nghiém dác biét. 

Buóc 2: Kiém tra các giá tri dác biét tuong úng vói nghiém tim duoc ó buóc 
1. Tü dó xác dinh nhán tü chung. 

Buóc 3: Nhóm theo nhán tü dá xác dinh. 

Vi du 3.1. Giái phuong trinh: 

cos3x + cos2x + sin2x + sinx-5cosx = 3 (3.1) 

Buóc 1: Nháp váo máy tính cám tay phuong trinh trén: 

eos 3alpha x + eos 2alpha x + sin 2alpha x + sin alpha x - 5 eos alpha x alpha = 3. 

Dúng lénh shift solve, mán hinh xuát hién X = ?. Ta nháp mot giá tri, án = vá chó 
két quá. Hoác dúng lénh Cale dé thü mot so giá tri dác biét. Két quá lá x = 120°. 
Buóc 2: Các giá tri dác biét tuong úng lá: 

+ x = -120° thi nhán tü sé lá 2cosx +1. 

+ x = 60° thi nhán tü sé lá 2sinx- \¡3 hoác 4sin 2 x -3. 

+ x = -60° thi nhán tü sé lá tan x + -\¡3 hoác tan 2 x - 3. 

Phuong trinh có nghiém nüa lá x = 120°, túc có nhán tü 2cosx +1. Nhóm lám xuát 
hién nhán tü tim duoc. Dé tháy sin2x + sinx = sinx(2cosx +1) nén phán con lai 

cúa phuong trinh ta dua vé bác 3 dói vói eos x, chác chán có nhán tü 2 eos x +1. 

Giái: 
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Pt(3.1) <=> 4eos 3 x - 3 eosx + 2eos 2 -1 + 2sinxeos x + sinx - 5eos x - 3 = 0 
<=> 4cos 3 x + 2cos 2 x-8cosx-4 + sinx(2cosx + l) = 0 
<=> (2 eos x +1)(2 eos 2 x - 4) + sin x(2 eos x +1) = 0 
<=> (2 eos x +1)(2 eos 2 x + sin x - 4) = 0 


<=> 


1 

cosx = — 2 71 

2 <=>x = ±- \-k2^,keZ. 

3 

2 sin 2 x - sin x + 2 = 0 (yri) 


Váy phu'ong trinh có 2 ho nghiém. 

Vi du 3.2. Giái phuong trinh: 

sin3x-3sin2x-2cos2x + 3sinx + 3cosx-2 = 0 (3.2) 

Phán tích: Nhám nghiém tháy phuong trinh có hai nghiém dac biét lá 30°, 150° 
nén có nhán tü lá 2 sin x -1. 


Giái: 


Pt(3.2)<^>3sin x-4sin 3 x-6sinxeosx + 2sin 2 x-l + 3sinx + 3eosx - 2 = 0 
<=> 4sin 3 x-2sin 2 x-6sinx + 3 + 3eosx(2sinx-1) = 0 
<=> (2sinx-l)(2sin 2 x-3) + 3cosx(2sinx-l) = 0 
<=> (2 sin x -1)(2 sin 2 x + 3 eos x - 3) = 0 




1 


smx = — 
2 


(3.2.1) 


2cos 2 x-3cosx + l = 0 (3.2.2) 


Giái (3.2.1): sinx = — <=> 

2 


x = — + kln 


5 n . _ 

x =-h k2n 

6 


(k e Z). 


Giái (3.2.2): 2cos 2 x-3cosx + l = 0<=> 


cosx = 1 


1 <=> 


cosx = 


x = k2/r 

(keZ) 

X = ± —h k27T 

3 


Váy phuong trinh có 5 ho nghiém. 
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IV. Sü’ dung cong thúc dác biét 

Mot so cong thúc thuong dung: 

• sinx + s cosx = 2sin 


sinx-Vócosx = 2sin 


í 

71 ^ 

( 


7T^ 

X + 

— 

= 2 eos 

X 

— 

V 


V 


6 J 

f 

n N 


( 

71\ 

x - 

— 

= -2 eos 

1 X H- 

V 

3 J 



6) 

í 

71 ^ 

/ 


71 ^ 

X + 

— 

= 2 eos 

X 

— 

V 

69 

V 


3 J 

í 

71 ^ 


( 

71\ 

x- 

— 

0 

0 

N 

1 

II 

i X H- 

\ 

6 J 



3 ; 


V3sinx + cosx = 2sin 


• V3sinx-cosx = 2sin 

Dáu hieu nhán dang phuong trinh giái theo phuong pháp náy lá trong 

phuong trinh có chúa háng so V3 . Hai huóng chính bien dói phuong trinh loai náy 
lá: + Dua phuong trinh ve dang eos A = eos B hoác sin A = sin B. 

+ Dua ve phuong trinh bác 2 dói vói mot hám so luong giác. 


♦♦♦ Dang 1: Dua phuong trinh ve dang eos A = eos B hoác sin A = sin i? 
Vi du 4.1. Giái phuong trinh: 

^ 3;r^ 


4sin 2 — Vócos2x = 1 + 2 eos 2 
2 


x 


(4.1) 


Giái: Ta có: 

Pt(4.1) <^> 2(1 - cosx) - V3 cos2x = 1 +1 + eos 


f 71 ^ 

2x- 

V 2y 


, ^ 1 . ^ V3 , f 

<=> cos(x + n) = — sm2x + —cos2x cos(x + 7r) = eos 


2x- 


71 
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<=> 


71 


2 x-= x + n + klK 

6 


o 


71 


2x - = -X-7T+ U2k 

6 


Váy phuang trinh có 2 ho nghiém. 

Vi du 4.2. Giái phuang trinh: 

f ~ \ 

v4 


x = 1— + k2K 
6 

571 , 2 71 

x - - Y k — 

18 3 


(k 


2 cos‘ 


—- 2 x 


+ V3cos4x = 4cos 2 x-1 (4.2) 


Giái: 

Ta có: 


Pt(4.2) <^> 1 + eos 


n „ 
-4x 


+ 


V3cos4x = 2 (l + cos 2 x)-l 




sin 4x + \¡3 eos 4x = 2 eos 2x <=> eos 


^ 71 ^ 

4x- 


V 


=cos 2 x 






4x- —= 2x + k2?i 
6 

4x- —= -2x + k2?i 
6 


Váy phuong trinh có 2 ho nghiém. 




71 


X =- Y k7I 

12 

71 , 71 

x = — + k— 
36 3 


(k e Z). 


Vi du 4.3. Giái phuong trinh: 

2cos3x.cosx + >/3(l + sin2x) ^ 

+ 2 x 1 


eos 


2 i 71 


Giái: 


DKXD: x *— + k—, k eZ. Khi dó: 
8 2 
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Pt(4.3) <=> cos4x + cos2x + V3 + a/3 sin 2x =-\/3 l + V3cos 4x + — 

l 2 y 


V 

y¡3 sin 4x + eos 4x = -(VJ sin 2x + eos 2x) 
<=> siní 


(a 'O 

■ (o 

= -sm 2xh— 


( 

7T^ 

/ 

sin 

4x + 

= sin 

v 6 J 

V 6 J 


V 

6 y 

V 


-2x- 


<^> 


7T 71 , 

4x — = -2x- Y kZ7T 

6 6 

. 71 _ 71 , _ 

4x "I— = 71 + 2x H-h k27T 

6 6 


<=> 


/T , /T 

x =-h A' — 

18 3 

71 7 

X =- Y kK 

2 


(k g Z). 


Váy phnong trinh có 2 ho nghiém. 

Vi du 4.4. Giái phnong trinh: 

2 eos 2 2x - 2 eos 2x + 4 sin 6x + eos 4x = 1 + 4y¡3 sin 3x eos x 

Giái: 

Ta có: 

Pt(4.4) <=> 2eos4x - 2eos2x + 8sin3xeos3x = 4>/3 sin3xeos x 
<^> -4sin3xsinx + 8sin3xcos3x = 4V3 sin3xcosx 


(4.4) 


<=> 


sin3x = 0 


2cos3x = sinx + V3 cosx 


<^> 


7 71 

x = k— 


cos3x = eos 


í 


x - 


K 


V 


<=> 


x-k 


71 


71 


X =-h k7T (k G Z). 

12 

7Z , 71 
X =- Y k — 

24 2 


Váy phnong trinh có 3 ho nghiém. 



❖ Dang 2: Búa ve phuang trinh bác 2 dói vói mót hám so luong giác 

Vi du 4.5. Giái phuang trinh: 

77( sinx + 73 cosxj = V3cos2x -sin 2 x 


Giái: 

Ta có: 


Pt(4.5) <=> \Í2 


1 . V3 

—smx +—cosx 

2 2 

V z z J 


+ —sin 2 x-^-cos 2 x = 0 
2 2 


í 


sin 


2 x- 


71 


77 


í 


+ vz COS 


J 


x — 


V 


K 

~6 


= 0 


<^> 2 sin 


71 

X- 

6 


A í 

COS 


<=> 


COS 


^ 71 ^ 

x- 

6 


= 0 


n 

x- 

6 y 


ó /- ó 
V 2 eos 


7T^ 

x - 

6 y 


= 0 


sin 


71 

X - 

6 


77 




V 

2 71 , 

X =-h K7T 

3 

x = -— + k27T (ke Z). 
12 

17* 

x =-h x2;r 

12 


Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 


,. t: 


Nhán xét: Biéu thúc duúi hám so luong giác lá 2x se nhóm vói —, x se gán vói 

71 2 K ' 71 

— hoac 2 x se nhóm vói —, x se gán vói — dé su dung cóng thúc nhán dói dua 
6 3 3 

ve phuong bác 2 dói vói mót hám so luong giác. 


Vi du 4.6. Giái phuong trinh: 

V3 (sin 2 x + sinx) + cos 2 x -cosx = 2 (4.6) 
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Giái: 

Ta có: 


Pt(4.6) <=> >/3sin2x + cos2x + >/3sinx-cosx-2 = 0 

Vt . „ 1 . i , . 

<=> —sm2x + — cos2xh -smx—cosx-1 = 0 

2 

-1 = 0 


2 

2 


2 


f 


r n^ 

<=> eos 


+ sin 

x- 


l 3 ) 


l 6 J 


<=> -2 sin' 


^ 71 ^ 


f ^ 

x- 

+ sin 

x- 

V 6 ) 


l 6 J 


<=> 



r 71 ^ 

sin 

x- 


l 6 J 


r n^ 

sin 

x- 


l 6 J 


= 0 
]_ 

~2 


Váy phnang trinh có 3 ho nghiém. 


<=> 


= 0 


n , 

X =-h K7l 

6 

x = y + kln (k e Z). 
x = n + kln 


Vi du 4.7. Giái phnang trinh: 

cos2x + V3 sin2x — 4>/3 cosx -4sinx + 5 = 0 

Giái: 

Ta có: 

1 _ V3 . ' R A 


Pt(4.7) <=> —cos2x H-sin2x -4 

2 2 


V3 1 . 

—cosx + —smx 
2 2 


Z=o 

2 


2 71 2 71 

<=> -eos—cos2x + sm—sm2x - 4 


f . n n . ) 5 

sm—cosx + eos—smx + —= 0 



3 


3 

V 3 

i 


2 


r 2tO 


( n 'l 

5 „ . 2 

í 


( n^\ 

<^> eos 

2x H- 

+ 4 sin 

x + — 

= — <=> -4sur 


+ 8 sin 

x + — 


l 3 J 


l 3 ) 

2 

l 3 ) 


l 3 J 


-3 = 0 
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f 

71 ^ 

3 . . r 

sin 

x + 


=-( yn ) 



3y 

2 


f 

71 ^ 

1 

sin 

x + 

— 

= — 



3 J 

2 L 


x = + k2n 

*>■ ' ^ 
i / \ i 

x = — + k2n 
2 


Váy phuang trinh có 2 ho nghiém. 

Vi du 4.8. Giái phuang trinh: 

3 eos x - sin 2x = y¡3 (eos 2x + sin x) 

Giái: 

Pt(4.8) sin 2 x + V3cos2x = 3eos x - \Í3 sin x 
<=> sin( 2 x + y) = y/3 cos(x + —) 

= 0 


<=> eos 

í ^ 

XH - 

í 

2 sin 

í *0 

XH - 

\ 

->/3 


l 6 J 

V 

l 6 J 

J 




eos 


x + ■ 


n 


= 0 


sin 


x + ■ 


n\ y/3 


<=> 


(k e Z). 


(4.8) 


71 7 

x = — vkn 
3 

x = — + k2n (k e Z). 
6 

K , _ 

x = —b kin 
2 


Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 


Vi du 4.9. Giái phuong trinh: 

(l-sinx)(5 + 2 sinx) = V3(sin2x-3cosx) (4.9) 

Giái: 

Pt(4.9) <=> 4 - 3 sin x + eos 2x = V3 sin 2x - 3V3 eos x 
<=> cos 2 x-^sin 2 x + 3(V3 cosx-sinx) + 4 = 0 


<^> eos 


í 2 ^ +£ ] 


í ^ 

+ 3 eos 

l 3 ) 


l 6 J 


2 = 0 
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<=> 2cos“ 


( >0 


í ^ 

XH- 

+ 3 eos 

XH- 

V 6 ) 


l 6 J 


<=> 



f 

7r' 

eos 

X + 

— 


V 

6 J 


( 




n 

eos 

X + 

— 



6 J 


-1 

2 




■1 = 0 


x = — + k2n 
6 

x-^- + k2/r {k eZ). 

5;r , _ 

x =-h x2;r 

6 


Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 


r r -y 


V. Thay thé háng so báng dáng thúc luffng giác 

Trong nhiéu bái toán néu thay thé khéo léo các háng so báng các giá tri 
lngng giác hay biéu thúc luong giác sé cho cách giái ngán gon. Sau dáy ta di xét 
mót vái vi du. 


Vi du 5.1. Giái phuong trinh: 


2 cos 2 x - 2^3sinxcosx + 1 _ ^ 
2 cos2x 


cosx - sinx 


(5.1) 


Giái: 


Dk : x^ — + k.—, k e Z. Khi dó : 
4 2 


„ „ _ 3cos 2 x-2v3cosxsinx + sin 2 x r- 

Pt(5.1)<=>- 2- ---= V3 

2cos2x 

(VJ eos x - sin x j -2^s¡3 eos x - sin xj eos 2x = 0 

= 0 


eos x-sin x 






V3cosx-sinx = 0 
^ eos x - sin x = 2 eos 2x 





f n ^ 

eos 



l 6 J 


f 'O 

eos 

X H- 


l 6 J 


= cos2x 
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71 1 

X =-b K7T 


<=> x = —b kln (k g Z). 

6 


/r , 2/r 

x =-b k — 

18 3 


Váy phuang trinh có 3 ho nghiém. 


Vi du 5.2. Giái phuang trinh : 


2(cos 4 x - sin 4 x) +1 

o 7r \ 

2 cos (--y) 


= V3cosx + sinx ( 5 . 2 ) 


Giái: 


Dk: x -b klji, k g Z. Khi dó 

3 


Pt(5.2)<^>2cos 2 x-2sin 2 x + l = 2cos ~~~ (V3cosx + sinx) 

<^>3cos 2 x-sin 2 x = 2cos (>/3cosx + sinx) 

v 2 3 J' > 


<=> ^V3cosx + sinx^V3cosx-sinxj = 2cos ~~~ (^3 


cosx + smx 


cosx + sinx = 0 


[— X K 

V 3cosx-smx = 2cos- 

12 3 


2 n , 

x =-b k7l 

3 

<=> X = —K + k47T (k G Z). 

7Z . 4 K 
x = —b k — 

9 3 


eos x-=0 

l 6 J 

( 7T^ (X 7T 

eos XH-= eos- 

l 6 12 3 


Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 
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Vi du 5.3. Giái phuong trinh: 
4 sin 

Giái: 

Pt(5.3) <=> 4 sin 
sin 

<=> sin 


^ n ^ 



^ 71 ^ 




sin 

2x H— 

-1 

V 6 J 



l 6 J 



= 2cos2x-l 


( 5 . 3 ) 


^ ;r^ 

XH- 



í 2 ^ + -] 



sin 

-1 

V 6 J 



l 6 J 



71 


= 2cos2x-2cos — 
3 


^ n ^ 

XH- 


71 

XH- 

6 


6 j 

V 


eos 


f 71 A 

2x- 


V 


y 


2 sin 2 


71 

X- 

6 


- sin 


= -sin 

( 

y 

x — 

V J J 


f 71 ^ ^ 

XH- 

6 


sin 


v «y 
yy 

= 0 


71 

X- 

6 





f 

^y 




7T 


sin 

x + 

— 

= 0 


V 

6y 



r 

n N 


sin 

x- 

— 

= 0 ^ 


l 

6 J 



f 


1 

sin 

x - 

— 

= — 


\ 

6 J 

2 L 


X = ±— + k7T 
6 

x = y + k27T (k e Z). 
x = ;r + k27i 


Váy phnong trinh có 4 ho nghiém. 
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C. KÉT LUÁN 

Báo cáo sáng kién kinh nghiém da trinh báy mot cách logic, cu thé vá khoa 
hoc ve “Mot so dinh huóng giaiphuo’ng trinh lucrng giác” dem lai y nghia thiét 
thuc cho viec day vá hoc toán bac trung hoc phó thóng. Cu thé lá: 

❖ Báo cáo da dua ra nhüng dáu hieu dác biét cúa các phuong trinh luong 
giác giúp hoc sinh dinh huóng ldi giái. 

❖ Báo cáo da dé cap dén nám goi y dinh huóng bién dói phuong trinh 
luong giác. Mói dang déu dua ra phuong pháp, vi du có lói giái chi 
tiét. 

❖ Báo da phán tích tímg dáu hieu qua các vi du. Do dó, hoc sinh có thé 
tu hoc vá tu tin truóc nhüng bái toán khó. 

Qua viec áp dung sáng kién váo day hoc trong nhiéu nám, tói nhán tháy 
nhüng goi y náy that su bó ích. Tü viec áp dung nhüng dinh huóng bién dói 
phuong trinh luong giác, hoc sinh khóng con so má con xem phuong trinh luong 
giác lá phán gó diém trong các dé thi. Do dó các em tháy yéu vá húng thú hoc toán 
hon. 


XÁC NHÁN CÜA THÜ TRUÓNG 
DON VI 


VTnhyén, ngáy 20 tháng 2 nám 2016 
Tói xin cam doan day lá SKKN cúa minh viét, 
khóng sao chép nói dung cúa nguói khác. 


Phan Trong Vi 
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